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Sub Pokok Bahasan
> Definisi Ruang Hasilkali Dalam
> Himpunan ortonormal

> Proses Gramm Schmidt

Aplikasi RHD

Metode Optimasi seperti metode least square dalam
peminimumam error dalam berbagai bidang teknik
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Definisi RHD

> Misal V adalah suatu ruang vektor dan u,v € V maka notasi
< u,v > dinamakan hasil kali dalam jika memenuhi keempat
aksioma sebagai berikut:

1 <uv>=<vu> SIMETRIS

2. <u+v,w>=<uw>+<v,w> ADITIVITAS

3. Untuk suatu k € R, HOMOGENITAS
<kuv>=<ukv>=k<uv>

4, <u,u>=0, untulisetiap u dan POSITIVITAS

<uu>=0eu=0
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Ruang Hasil Kali Dalam

> Suatu ruang vektor yang dilengkapi dengan hasil kali dalam
disebut Ruang Hasil Kali Dalam

> Jika V merupakan suatu ruang hasil kali dalam maka norm
(panjang) sebuah vektor didefinisikan
lu| =< u,u >7%2>0

Contoh 1:
Ruang Hasil Kali Dalam Euclides (R™)

Misalkan u,v € R™ maka
lul =< u,u >Y?= (u? + us + ...+ ud)/?
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Contoh 2:

Misalkan W < R3 yang dilengkapi dengan operasi hasil kali
<U,v>=2uv; + uyv, + 3uzvz, dimanau,v € W.

Buktikan bahwa W adalah ruang hasilkali dalam
Jawab:
Misalkan u,v,w e W

1 < 17,77 > = 2u1v1 + uzvz + BU3U3
= 2v,Uq + VU, + 3v3uz = < v,u > TERBUKTI SIMETRI
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2 <u+v,w> =< (ug+v,u, +vyuz +v3), (W, wy,wi) >
= 2(uy + v)w; + (U, +vy)wy + 3(uz + v3)ws
= 2u4Wwq + 20w + UpyW, + VoW, + 3Uzws + 3U3W5
=2U W1 + Uywy + 3uzws + 20wy + VoW, + 3U3W3
=< u,w >+< v,w > TERBUKTI BERSIFAT ADITIVITAS

3 Untuk suatu k € R
< ku,v > =< (kuy, ku,, kug), (v1,v,,v3) >
= 2kuq vy + ku,v, + 3kusv;
= kQ2u vy + uy,v, + 3uzv3) = 2u kv, + u,kv, + 3uskv,
=k <u,v>=<u,kv>TERBUKTI BERSIFAT HOMOGENITAS

4 <u,u> = 2ugug + upuy + 3uzug = 2u? + us + 3ul
Jelas bahwa< u,u > > 0 untuk setiap u dan < u,u > = 0 hanya jika u =
0 TERBUKTI BERSIFAT POSITIVITAS

6 4/15/2017 MUH1G3/ MATRIKS DAN RUANG VEKTOR



s Fakultas Informatika

School of Computing
Telkom University

Contoh 3:

Misalkan W ¢ R3® yang dilengkapi dengan operasi hasil kali
< ﬁ,ﬁ > = u1vq + ZuZUZ — 3u3773, dimana ﬁ,’l_} eW.

Buktikan bahwa W adalah bukan ruang hasilkali dalam
Jawab:

> Perhatikan bahwa
<UU> = ugug + 2uyu, — 3uzus = uf + 2ui — 3us

Jika 3us > u?f + 2u} mak
\TIDAK MEMENUHI

SIFAT POSITIVITAS
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Contoh 4:

Diketahui < u,v >=ad + ¢f, dimanau = (a,b,¢) dan v = (d, e, f).
Apakah < u,v > merupakan hasil kali dalam?

Jawab:

Jelas bahwa <u,u>=(a®?+c?) >0

Misalkan #=(0,2,0) diperoleh <, > = 0. Padahal % # 0
(Aksioma terakhir tidak terpenuhi)

Jadi, <u,v > = ad + ¢f bukan merupakan hasil kali dalam
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Himpunan Ortonormal

> Sebuah himpunan vektor pada ruang hasil kali dalam
dinamakan himpunan ortogonal jika semua pasangan vektor
yang berbeda dalam himpunan tersebut adalah ortogonal
(saling tegak lurus).

> Himpunan ortonormal adalah himpunan ortogonal yang
setiap vektornya memiliki panjang (normnya) satu.
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#SecaraOperasional

Misalkan, T = {c;, ¢, ..., ¢, } pada suatu RHD

T dikatakan himpunan vektor ortogonal jika <¢;,¢; > =0 untuk
setiap i +j

Sedangkan, T dikatakan himpunan vektor ortonormal jika
untuk setiap i berlaku |¢;| =1
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Contoh 5:

L a={(o)-(o)}

Pada RHD Euclides, A bukan himpunan ortogonal

z. B={(é),(_01)}

Pada RHD Euclides, B merupakan himpunan ortonormal

1\ /1
AN
=T 1
=z \ 7

Pada RHD Euclides, ¢ merupakan himpunan ortonormal
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Misalkan

S = {Ul, Uy, ...,Un}

adalah basis ortonormal untuk RHD V. Jika u adalah
sembarang vektor pada RHD V, maka
u=kiv, + kv, +--+ kv,

Perhatikan bahwa, untuk suatu i berlaku:

=k, <V,V; >k, <V,U; >4+ Kk <V,V; >+t k, <V, >

Karena S merupakan himpunan ortonormal maka

<v;,v; >= 0 untuk setiap i # j dan <v;,v; > =1 untuk setiap i
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Sehingga untuk setiap i berlaku
<u,v; >=k;
Kombinasi linear u = kyv; + k,v, + -+ k,, v,
Ditulis menjadi
Uu=<u,v>v+<u,v, >0, +--+<u,v, >v,
Contoh 6:

Tentukan kombinasi linear dari a =

7~ N\

%) pada RHD Euclides
berupa bidang yang dibangun oleh

~ (1N2 L 1/\/§>
e (1/ﬁ) dan v = (—1/ﬁ
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Proses Gramm- Schmidth

Basis bagi Suatu RHD V Basis ortonormal bagi V

S = {Flrar ra{} B = {ﬂ;@; JW_n\}

Langkahﬁyang dilakukan :

—_ C
1. Wi = ?1
|c1]
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2. Langkah kedua ¢, -» wy,

Ty

Karena p; = projiy, ¢; =< c3,w; > w; dangq; = ¢; — p; maka

N Co —< Cy, Wq > Wy
W, =

|c, —< ¢, wy > wy|
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3. Langkah ketiga ¢; —» w3

SN

pz = pTO]WC'g =< C3, W1 > W1 +< C3, Wy > Wzdan qz = C3 [20) maka

. C3 —< C3, W, > W4 —< C3,W2 > W2
W3 =

|§ —< C3, W, > W4 —< C3,W2 > W2|
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Contoh 7:
Diketahui:

o fi- () - (3 5-(3)

B merupakan basis pada RHD Euclides di R3. Transformasikan
basis tersebut menjadi basis Ortonormal

Jawab:

Langkah 1.

#_71‘_(1,1,1)_(1 1 1)
TR V3 \VBVE3
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Langkah 2.

—

Uy — Projz:Us

—

(%)

Uz — projzi;|

Karena u, — projz-u; = uy— <uy, v; > v;

_ 2 1 1 1
_ . 2\ 2 1\ 2 1\ 2 4 1 1 6
Maka |“2‘p“’fﬁ”2|=\/(§) +(3) +(3) =\/a+a+a=?

Sehingga v, = (— 2 2 1)
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Langkah 3.

—

U3z — Projyus

—

%]

~ |uz — projis|

Karena uz — projipuz = uz— < uz, v; > v1— < Uz, Uy >V,

. _ 1 1 1 1 _ 1 _ 2 1 1
‘(0'0'11 1@(@@@) VAN
=073
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> Jadi . ,
r
/@ /‘1%\ °

{171, sz, 173} = 4

V3

1 1 —

—J\ =/ \vz
\&/ \ %/
Merupakan basis ortonormal untuk ruang vektor R3 dengan
hasil kali dalam Euclides.
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Contoh 8:

1 0

Diketahui bidang yang dibangun oleh {(0)(1)} merupakan
1 1

subruang dari RHD Euclides di R3.

Tentukan proyeksi ortogonal dari vektor

1
1
pada bidang tersebut.
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Jawab:

Diketahui

1 0
v;=10],v;|1
1 1

Merupakan basis bagi subruang pada RHD tersebut. Karena
{v{,v,} selain membangun subruang pada RHD himpunan
tersebut juga saling bebas linear

(terlihat bahwa ia tidak saling berkelipatan)

Langkah 1.
v (1,0,1) _(1,0,1)_(1 1

W, = — \/7,0,\/?>

"l D22+ @E V2
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Perhatikan bahwa: < v,,w; >=<(0,1,1) (i 0 i) >

V2’ T2
=0+0+—==—
B V2 V2
. N 1 1 1 1 1
Sehingga <v,,w; > w; = NG (ﬁ,O,ﬁ) = (5,0,5

. e 1 1 1 1
v, —<v,,w; >w; =(0,1,1) — E'O'E =(_§'1’E)

Akibatnya:
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Akibatnya, diperoleh

Uy, —< Uy, Wy > Wy

—

WZ i p— N N
v, —<v,,w; > wy|
1 1
_(—7,1,7)_(_ 1 2 1>
16 V6'V6 V6
Jadi Basis ortonormal bagi bidang tersebut adalah
( 1\
N
—\ [ V6
V2 2
11 0 || —= |/
1 V6
— 1
2 —
2\ %/
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> Proyeksi ortogonal Vektor

6

Pada bidang tersebut adalah
Projyu =< u,w; >w; +<u,w, > w,

Perhatikan bahwa:
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Sementara itu:

-~ 1 2 1
<uMQ>=<GJJ(—%w%W9>

1 2 1 2
- TRt RTRET

Dengan demikian
Projyu =< u,w; >w; +<u,w, > w,

= W0 +(=5.5.3)

2 2 4
=G53)
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LATIHAN

> Periksa apakah operasi berikut merupakan hasil kali dalam atau
bukan

— < U,V >=ulv, +u,vs di R?
- < ﬁ,ﬁ > = u4vq + Zuzvz — U3V3 d| R3
— < U,V >=ufvs +uv, +uzv, di R3

> Tentukan nilai k sehingga vektor (k, k,1) dan vektor (k, 5,6) adalah
ortogonal dalam ruang Euclides!

> W merupakan subruang RHD Euclides di R3® yang dibangun oleh

vektor
1 1
(1) dan ( 0 )
0 -1

—1
Tentukan proyeksi ortogonal vektor ( 1 ) pada W
2
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